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Sulla determinazione delle linee
di cui it rapporto
della curvatura alla torsione
6 una funzione nota dell' arco .
(Di GEMINIANO PIRONDINI, a Parma.)
I
J noto the BERTRAND ha dimostrato, per primo, the ogni linea in cut
it rapporto della curvatura alla torsione e una costante, e un' elica cilindrica ;
siccome poi, reciprocamente, in ogni elica cilindrica e costante it rapporto
predetto, si pub dire the la relazione :
P = costante,
(nella quale p indica it raggio di curvatura ed r quello di torsione di una
linea a doppia curvatura) e caratteristica delle eliche cilindriche .
In questa nota, generalizzando it teorema di BERTRAND, tratto delta de-
terminazione delle curve in cui it rapporto
	
a una funzione nota dell' arco,
faccio parecchie applicazioni ai casi piu notevoli e determino anche comple-
tamente alcune famiglie di linee definite da speciali relazioni the legano fra
loro it raggio di curvatura e quello di torsione .
§ 1 .
Sia L una geodetica della sviluppabile I avente la curva Lo per spigolo
di regresso ; siano s, p, r, i 1' arco, it raggio di curvatura, quello di torsione
di L e 1' inclinazione di questa linea sulle generatrici rettilinee di 2 .
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Se si sviluppa sopra un piano, la lines Lo diviene una curve piana A o
ed L una retta ; se si prende quests retta per asse Belle x e la perpendicolare
ad essa nell'origine degli archi s per asse Belle y, si ha :
rd,'- ydx
s -	d,	, .
D' altronde, ricordando the per ogni geodetica di una sviluppabile ha luogo




Abbiamo dunque it teorema : u Se, relativamente a una lines a doppia
curvature L, it rapporto ~, e una funzione data
re
(s) dell' arco s, la linen
piana Aa alla quale si riduce to spigolo di regresso L o delta sviluppabile
rettificatrice di ii, quando tale super fcie si sviluppa in un piano, verifies




Supponiamo reciprocamente the la lines piana A o sia rappresentata dill' e-
quazione
y=~(x)~
e the it piano dells lines sia ridotto a una sviluppabile, mediante una serie
di flessioni infinitesime attorno alle tangenti di A0 ; sia L la lines a doppia
curvature alla quale si riduce l' asse Belle x .
Si ha :
xdy-ydx U(x}









e se si indica con x = f(
r)
it valore di x the si
conda equazione (2) rapporto ad x, si deduce 1'eguaglianza :
s=f() - (3)
risolvendo la se-
Dunque : u Se it piano di una lines A 0 , rappresentata dull'equazione y = Y(x),
e ridotto a una superficie sviluppabile media nte una serie di flessioni in fini-
di cui it rapporto delta curvature ells torsion, ecc .
alts tangents di A0 , la tin
	
ally quale Si riduce
dells x verifica la relazione (3), essendo ~-
dalla seconds equazione (2) " .
r
§ 2 .
Quantunque, nella questions the ci occupy, si posse trarre partito di
quanto sera dimostrato al § 3, le propriety esposte sono perb sufficienti per
la risoluzione del problems proposto .
Si deve notare, a questo riguardo, the se 1' equazione integrals generate
di (1) rappresenta una serie di rette, nessuna di quests pub essere la lines
piana A 0 ; la lines cercata a ordinariamente l' inviluppo di quests rette a la
sue equazione a 1' integrals singolare di (1).




essendo a e b costanti, si deduce dall'equazione
dei cons " .
(1) :
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valore di x the si ricava
(a + y) d x = (a b + x) d y,
da cui integrando :
ab±x=c(a+ ),
con c costante .
Qualunque sia it valore di c, 1' equazione scritta rappresenta una retta
passante per it punto fisso di cui le coordinate sono :
x=-ba, y=-a.
La lines piana A0 si riduce dunque a un punto a la sviluppabile a un cono .
La propriety reciproca non pub dimostrarsi applicando it secondo dei teoremi
precedents ; ma a motto facile provare direttamente the per ogni geodetica





da cui si deduce appunto
r a
Dunque : u La relazione =
s
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Si riconosce facilmente the in quests eguaglianza la costante a rappre-
senta la minima distanza del vertice del cono dally geodetica .
Se si suppone a = oo, la superficie degenera in un cilindro e l' egua-
glianza precedents si riduce all' altra :
r
= costante,
esprimente it noto teorema di BERTRAND .




essendo a e m due costanti .







di cui 1' integrals generals e
y=cx-acm+i,







Notando the la prima equazione rappresenta una serie di rette, si conclude
the la lines plans A o e rappresentata dally seconds equazione .








e si applica it secondo teorema del § 1, Si giunge, dopo alcuni calcoli, all' e-
quazione
T S




try ii raggio di curvatura, quello di torsione e l'arco,
a caratterizzata dally
di eui it rapporto delta eurvatura ally torsion, eec.
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propriety the to spigolo di regresso L o delta sviluppabile rettifccatrice, quando
quesla super facie si sviluppa sopra un piano, si riduce ally linea piana A o




- (972 -~~-- 1)
e la ,geodetica L all' rise delle x ' .
Questo teorema dei una costruzione geometrica Belle line in discorso .
Case particolari .
Se in quanto precede si suppone successivamente
Lo spigolo di regresso L o delta sviluppabile rettificante ~, dopo
di tale superficie sopra un piano, diviene la parabola :
La linea geodetica L di ~, in causa dello sviluppo di tale superficie, si riduce
rispettivamente ally tangente delta prima parabola net vertice, all'asse delta
seconda parabola e a uno degli assintoti dell' iperhole equilatera .
§ 3
.
Passiamo ora ally determinazione dei raggi di curvatura e di torsion
p o , r o dello spigolo di regresso delta sviluppabile per mezzo dei raggi p, r
delta geodetica L .
Riferiamoci, per questa determinazione, ally figura the si ottiene svilup-
pando sopra un piano, scegliendo gli assi coordinate net modo indicato al
Annali di Matematica, tomo X1X . 28
to sviluppo
1
m = 1, in =-2, an=- 2
si ha rispettivamente :
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§
1 ; le coordinate di un punto qualunque dells lines A0 sono
x° _ s + T •cosi ; y° = T • seni,




11 raggio di curvature dells lines a doppia curvature
L° e anche it raggio


















In quanto alla determinazione di r° , si deve notare the le normali principals
di L sono parallels a11e binormali di L° e per conseguenza :
dso '
/ 1 + r=
l
ds
ro - Y P2







e se a.lle formole ottenute si aggiunge l' altra :
tgi= r~
P






Se dunque s o a 1' arco di 4 0 , risulta
dss
=cosi+ (5)
di cui it rapporto delta eurvatura ally torsion, ecc .
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si ha it teorema : « Ii raggio di curvalura p~, quello di torsion ro dello spi-
golo di regresso L o delta sviluppabile rettificatrice d'una linea. a doppia cur-
vature qualunque L e la distanza T fry due punti eorrispondenti delle knee
























Applieazioni Belle •formole del § 3. - a) Si pub dare un'altra dimo-
strazione del notevole teorema del § 2 the si riferisce alle geodetiche dei
coni, riferendosi alle equazioni (6) .
Infatti la condizione necessaria a sufficiente perche la sviluppabile sia
un cono e the la tiny LQ si riduca a un punto, condizione the b soddisfatta
solamente quando p o = r o = 0. Ora se, per semplicit~, si pone :
r _ 6,
'




	 -		ro = 0 , 2 ,
si deve dunque avere :
86" = 26' 2
Se 8' = 0, si ha
P
= costante a la curvy b un'elica ; questo caso pub essere
lasciato da parte .
Se 6' 0, si pub scrivere :
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cia the da :
loge' = log e2 - log a,




da cui integrando :
1 p _ s
6 r
b--
the e appunto la relazione earatteristica Belle geodetiche dei coni .







a = k ea ,
con k costante arbitraria . Siccome da questa equazione si ricava :
8 R,
o 1 a a1
coti = = e - k- e
r 2k
si ha it teorema : u La relazione scriUa earatterizza la linen a doppia cur-
vature alla quale si riduce t' assintoto d' una trattrice, mediante una serie
di flessioni infinitesime del piano di questa curve attorno alle sue tangenti ~ .
Ire equazioni (7) ci danno :
ro




e poiche e, come pure 6' e 0", sono invariabili in tutte le flessioni delta svi-
luppabile retti&cante, si puo dire : u Ii rapporto del raggio di torsione d'una
linen qualunque al raggio di torsione corrispondente delta spigolo di regresso
delta sviluppabile retti fieante e invaria bile in tutte le flessioni di questa su-
perfieie, fatte in maniera da conservare rettilinee le generatrici
n .
Se si cercano le knee nelle quali it rapporto - ° e una costante k, si
deve integrare l'equazione differenziale :
la quale, per essere e' diverso da zero, si pub scrivere
(2-k) e = e,,
da cui integrando :
6 = yn 6Q-k,
con m costante qualunque . Cib posto, vi sono da considerare due casi :
1 .° Sia k 1 ; scrivendo Ia precedente sotto la forma
6k--2 ,
d 6 = m d s,






essendo a e h costanti arbitra .rie .
Si puo sempre supporre h = 0 con una scelta conveniente dell'origine
dell' arco s ; ricordandosi di piu the 6 =
r






di cui it rapporto delta curvature ells torsion, ecc . 221
Paragonando quest'equazione a quells the si a ottenuta all'esempio 2 .°






(line the si sono ottenute al § 2) sono caratterizzate dally propriety the it
rapporto
r
delta loro torsion a quells dello spigolo di regresso delta svi-
luppabile rettificatrice e costante ed eguale a m + 1
2.° Sia k = 1 ; l'equazione da integrare e :
6'=m6,
da cui
6 == nem S (n = cost .) .
Si ha dunque in questo caso
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the rappresenta una aerie di retie, inviluppanti la lines rappresentata dall' in-
tegrals singolare . Tale integrals si ottiene eliminando
dx





log n - 1 -log
d y\ = 0















si ha it teorema : u La linen a doppia curvutura ally quale si reduce l'as-
sintoto delta curvy logaritmica :
y =
m
con flessioni infinitesime del• suo piano attorno alts sue tan genii, a la sots di
cue it raggio di torsione sea eguale ul raggio di torsione dello spigolo di re-






Case particolari. -- Se, conformemente
facciamo successivamente :
ai case particolari del § 2,
m=1, m=-2, m=-2 >
si ha rispettivamente :
k=2, k=-1, k
2
Dunque : Le lines a doppia curvature alle qua ii si reduce la tangents a
una parabola net vertice, l ° asse di una parabola a uno degli assintoti d'un' i-
di eui it rapporto dells eurvatura ally torsion, eec .
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perbole equilutera mediante una serie di flessioni infinitesime del piano di
queste eoniche attorno alle loro tangenti, sono caratterizzate dally propriety
the it rapporto Y delta torsion delle line a quells dello spigolo di regresso
delta loro sviluppabile rettifceatriee a rispettivamente eguale a :
2, -1, 1 ~ .
2
§ 5.
Ricordando la formola (4) a I'altra tgi= r, l'eguaglianza (5) a Ia prima
P






















Queste formole si possono applicare anehe quandb Ia sviluppabile rettificatrice
dells lines a stata sviluppata sopra un piano ; esse servono quindi per risolvere
it problems di determinare Ia lines piana inviluppata da una retta mobile the
ruota attorno a uno de' suoi punti mentre the esso si sposta sopra una retta
data .
Infatti se si suppose :
i=f(s),
essendo f (s) una funzione data di s, si ha
s -
2 cos f • (ds, 2 - sen f • d2s




vale a dire :
s ° - dff + f cos f (s) . d s + k,
~as
con k costante arbitraria .
Si supponga d'ottenere, cotta risoluzione di (8) rapporto ad s :
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risulta allora
vale a dire
?o dso ds Js(s0)
Si ha dunque it teorema : u La curvy inviluppata da una retta mobile the
ruota attorno a uno de'suoi punti, colla velocity v r , mentre eke it punto si
sposta sopra una retta, fissa D tolls velocity v t , e rappresentata in coordinate
intrinseche p,, s o dall'equazione (9), essendo p(so) la funzione the Si ottiene
risolvendo l'equazione (8) rapporto ad s ; in queste equazione s rappresenta
la distanza fry un punto fisso di D e it punto in cue D e incontrata dally
retta mobile, e la funzione f(s) e legata alle velocity v r , v t dally relazione :




Per vedere quale a Ia posizione dells retta D rispetto all' inviluppo .A0
dells retta mobile, si note the tale retta nel movimento viene a coincidere
una o piiu volte colla retta D. Se ors si suppone i = 4 e si denota con s
i una
soluzione reale dell' equazione
f(s)=0,
l' equazione (8) ci d~
sen f (
(s o)S = S, = Q = d~. +
f
cos f(s) d s + k
(ds)
Quest' eguaglianza ci dt it valore c dell' arco s 0 dells lines 11 corrispondente
a un punto nel quale la tangente coincide colla retta fissa D ; questi punti
particolari sono tanti quante sono le soluzione reali dell' equazione f (s) = 0 •
II teorema dimostrato pub servire anche per la soluzione dei problemi
dei quail si tratta in quests Nota •
Esempi • - «) Se si suppone :
v 1- 1
yr «















di cui it rapporto delta eurvatura alla torsion, ecc .
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nella quale b e una costante arbitraria the Si pub anche supports zero, senza
nuocere alla generalitb . La (8) ci da allora :
so = 2 a • sen (i. )
da cui
So
so = a •arc •sen
2 a '
e l'equazione (9) diviene :
p o = V 4 az - so,
rappresentante una cicloide nella quale it raggio del cerchio generators e
L' equazione f (s) = 0 ha per soluzione
s=s,=0,
corrispondentemente al qual valore l' equazione esprimente s o ci da :
so =0.
La lines D e dunque tangents alla curva A o nell' origins degli archi so ; ma
si riconosce facilmente the tale origins a it vertice dells cicloide, poiche per
s o = 0 Si ha
p o = 2a.
Dunque : « La linen inviluppata da una recta she ruota intorno a uno de'suoi
pun ti menus the questo Si sposta sopra una recta fissa D, colla condizione
she it rapporto delta velocity di traslazione a quells di rotazione sin una
costante a, e una eictoide generate da un cerchio di cui it raggio a a ; la
recta D G la tangents net vertice delta linen TT .
Se si osserva the
= c off (s) = cogs
si ha it teorema : « La linen a doppia curvature alla goals Si riduce la Ian-
genie a una cicloide net vertice, mediante una serie di flessioni infinitesime





Annali -2 Matematica, tome XIX . 29
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la (8) ci da
Q) Se si prende




essendo m una costante arbitraria ; si deduce di qui :
s
= , 3
a (s o + m) _ `t (so),
ed applicando la formola (9) :
po = -,I2m(3a - 2m) + 2(3a - 4m)so - 4s; .
Nelle equazioni precedents si pub supporre the m sia determinate in mode,
the ri~ulti 3a - 4m = 0, poiche, come si rileva dall'eguaglianza the ci da s,,,
cib equivale a uno spostamento dell' origine degli archi s 0 , it the non nuoce
affatto alla generalit'a . Si ha dunque








l'ultima Belle quali dimost
`
ra the la lines 0 inviluppata dalla retta mobile e
un'ipocicloide nella quale it cerchio fisso a quello mobile hanno rispettivamente
3a
per raggio a e 2
L'equazione f(s) = 0, the in questo case diviene :
arc • cos(S) =0,
a
ha per soluzione :
s=s,=a,
in causa del qua) valore si deduce
S0 =
4
e conseguentemente po = 0.
La retta D e dunque una Belle tangents di regresso dell' ipocicloide .
Pereib : u La lines inviluppata da una retta eke ruota attorno a uno
de' suoi punts mentre eke questo si sposta sopra una retta fissa D tolls legge
di cui it rapporto delta eurvatura ells torsion, ecc .
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espressa dell' eguaglianza i = arc cos ( ) a un' ipocicloide nella quale it
cerchio fisso ha it raggio a e it cerchio mobile it raggio
32
; la recta D e
una dells tangenti di regresso dell' ipocicloide n .





puo enunciare it teorema : u La lines a doppia curvature alla quale Si ri-
duce una dells tan genti di regresso d' un' ipocicloide, nella quale it raggio del
cerchio fisso e a e quello del cerchio mobile a
32
per mezzo d' una serie di
flessioni in finitesime del piano di quests curve attorno alle sue tan genti, e
earatterizzata dells relazione :
S
n .









J Y 1+ (p1z
essendo k una costante e T date dalla terza (6) .
Supponiamo d' avers determinate una famiglia di line a doppia curva-





r'0, . . .)
= 0,
fra l' arco, it raggio di curvature, quello di torsion a le lore derivate suc-
cessive rapporto all' arco .
Le equazioni (6), (10) ci fanno conoscere un'altra famiglia complete di
lines definite da un'altra relazione analogs alla precedents a the si ottiene
facilmente da quests .
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(r-) ; ( 11 )
P
reciprocamente quest' ultima relazione conduce alla prima .
Dunque : u La relazione (11) caratterizza eompletamente le geodetiche di
ma sviluppabile di cui to spigolo di regresso e in' eliea qualunque » .
La condizione necessaria e sufficiente perche per la linen L a sin soddis-
fatta un'equazione dells forma (11) e the per l'altra linen L si abbia :


















Dunque : u La relazione scritta caratterizza completamente le geodetiehe di
ma sviluppabile di cui to spigolo di regresso a ma geodetiea qualunque di
in' ultra sviluppabile avente per singolo di regresso un' elica arbitraria
n .
Se poniamo la condizione :
Pe so
r, a

















Dunque : u La relazione scritta caratterizza completamente le geodetic/ac di
ma sviluppabile di cui to spigolo di regresso a una geodetiea d'un cono qua-
lunque " .
Questi esempi bastano per dimostrare che, in certi casi, Si possono de-
terminare Belle famiglie complete di linee earatterizzate da una particolare
relazione fra it raggio di curvatura, quello di torsione e le loro derivate rap-
porto all' arco.





Considerando sopra una sviluppabile una particolare geodetica L de-
finite dalla relazione f = 0 fra it raggio di curvature, quello di torsione e le
loro derivate rapporto all'arco, e la geodetica L, piu geneiale possibile delta
medesima sviluppabile, possono darsi due case : o la relazione fi = 0 the de-
finisce Li e delta stessa forma dell' altra f = 0 the definisce L, ovvero la
relazione f, = 0 ha una forma diverse dell' altra 1=0 e comprende quest' ul-
tima come caso particolare . Ha luogo per es . it 1 .° caso net cilindro, net cono
• nelle sviluppabile considerate al § 6 ; ha luogo it 2.° caso nella maggior
parte delle sviluppabile considerate nee §§ 2, 4, 5 .
Quando abbia luogo it 2.° caso possiamo proporci di determinare la re-
la~ione the definisce la geodetica L Z piu generate possibile di una sviluppabile
qualunque ~, note the sea la relazione the definisce una sue geodetica par-
ticolare L.
Sia L una geodetica delta sviluppabile caratterizzata dalla relazione :
r =
f(s),
• sea L, un' altra geodetica qualunque di ~ ; denotiamo con s,, p,, r,, i, 1' arco,
it raggio di curvature, quello di torsione di L, e 1' inclinazione di quests lines
sulle generatrici rettilinee di ~ . Se
a e l'angolo formato dalle geodetiche L„
L, si ha
cot i =cot (i, - a) =
cot i, cot a	 + 1
'
cot a - coti,
• conseguentemente :
sen ° -F - cos y
r,
(12)
cos a - P` sell a
Determiniamo la relazione fra s, e s ; si sviluppi sopra un piano a si pren-
dano due sistemi d'assi coordinate 0(x, y), 0,(x,, y,) scelti, rispetto alle
linee L, L, net modo indicato al § 1 .
Fra le coordinate x, y e le altre x,, y, d'un punto qualunque delta lines
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essendo m, n le coordinate di 0, (origine degli archi s, di L,) rispetto al
sistema 0(x, y) . Per conseguenza :
















(s) + cos a









cos a - P' sen a
r,





(s,)] sen a ± cos a
Si ha dunque it teorema : u Se, relativanzente a una linea a doppia curva-
ture L, e verifccata la relazione f = f(s), per qualsivoglia altra geodetica L,
della sviluppabile rettificatrice di L e verificata l'altra relazione (14), es-
sendo p(s) la funzione di s, che si ottiene risolvendo rapporto ad s l'equa-
zione (13) n .
Caso particolare . - Se a =
.
m = n = 0, le (13), (14) divengono :
s,= f(S ) ,
( 13
) f[p(s)]=-yJ1 (14 )
Esenapi. - Se si suppone :
r = f (s)
'
it teorema dimostrato a le formole (13'), (14') ci danno :
p, _ ~s!
r, a
di eui it rapporto dells eurvatura alla torsion, eec .
e questo a ben naturale, in causa di quanto abbiamo ottenuto nei priori due
casi particolari del § 2 .
Se :
r =






relazione dells stessa forma di quells donde siamo partiti .





La (14) da dunque
la (13) diviene
a (m cos a -}- n sen a) + (a -}- m sen a - n cos c) s
S i -
s sen a + a cos a
da cui
s = (s,) =
a ( (s, - m) cos a - n sen a }
a - ( s! - m) sen a - n cos a '






rs scow - n
ed esprime quindi it rapporto ?' per mezzo di una funzione lineare del-
l' arco s, ; cia combing perfettamente con quanto si e dimostrato al § 2 per





, la relazione (13) ci offre
1
s = p (s,) _
2
[(s, - m) cosa - n sena ±' ((s, - m) cosy - n sena ; 2 + 4 a ~(s, - m) sena -}- ncosa ; ],
e la (14) :
2acos a -[( s , - m)cosa- n sena ± /{(si-m)cosa-nsena}2-{-4a{(s,-m)sencc+ncosa}]sena
(15)
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Similmente se
la (13) da :
( ) -






o + n cos %
e la (14) :
[a± Jag-4{(s,-m)sena--ncosx~{(s,-m)cosa-nsena.}]Ecosx-4[(s,-m)senoc+ncosa]fsena,
(16)
[a ± Jag- 4{(s, - m) sen% + ncos%} {(s, - m) cosa- nsena.}]g servo- + 4 [(s, - m) send -{- ncosa Izcosa
Si ha dunque it teorema : u La linea a doppia curvature alla quale si riduce
una retta qualunque posta nel piano d'una parabola, o d' un' iperbole equi-
latera, mediante una serie di flessioni infinitesime del piano di queste coniche
attorno alle loco tangenti, a caratterizzata rispettivamente dalle relazioni
(15), (16) n .
Parma, aprile 1891 .
